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Un peu d’histoire

1805 : Analyse de Fourier
1965 : Transformée de Fourier rapide
1980 : Début des ondelettes « ad hoc »
pourquoi/quand cela marche (physique,vision,parole) ?

1983 : Analyse d’image multirésolution (Burt)
1985 : Transformée continue (Morlet & Grossman)
reconstruction sans redondance ?
1986-87 : Unification des travaux disparates (Mallat)
— analyse multirésolution
— transformée discrete
1988 : Classe d’ondelettes (Daubechies)
— compactes
— orthogonales
— nombre de moments quelconques
1990 : Les ondelettes attirent théoriciens et ingénieurs, le décollage !
1992 : Paquets d’ondelettes (Coifman)



Ondelettes par la pratique




Proprietes

. Amplitude Importance dans
C()mpreSSI()n des coefficients &) la représentation
d'ondelettes du signal

De¢bruitage
Linéarité
Multirésolution Niveau 1

Niveau 2




Quelques remarques

Pourquoi compresser ?
— Image : 512x512 => 0.75Mo - pellicule 35mm/12um => 18Mo
— Vidéo : 1s de PAL => 27Mo
— De + en + de données numeriques
Pourquo1 multirésolution ?
— Simplification des calculs
— Transmission/Reconstruction progressive
Pourquoi linéaire ?
— Calculs direct sur la transformée (compressee)
Pourquoi ¢a marche ?
— Les données reelles sont genéralement corrélées localement

(fréquence,temps,espace)



Deéfinition

 Une fonction est dite ondelette ou ondelette mere si
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Transformeée

* On appelle atomes

4 N\
wé‘(t)=ﬁw(t_”j SN~
\
* Transformée /\

. T 1 -
f (u,S)=<f,wS>=[of(t)ﬁzﬂ(tsujdt

e Transformée inverse

1 FF l//(w)
Ea_j_m,,_j_m T — " (u,5) w" ()dadb j‘ ]

d < oo

condition d’admission



Transformee discrete

e La transformation continue est redondante mais 1l est possible
de reconstruire a partir de valeurs discretes de u et de s

* En général on utilisera un échantillonnage dyadique

s=2"

u=2"]

fréquence

k,l entiers

f(x-n)

oo oo

fl)=> D 2dy2* -1

k =—00 l:—OO

-

k==2 k=1

* Principe d’incertitude d’Heisenberg

AtAf22 71

k=2




Espaces vectoriels lineaires

* Espace vectoriel linéaire = ensemble V muni de deux opérations

— une addition +: VXV =V
— une multiplication scalaire X : RX ) —

 Satisfaisant aux propriétés suivantes
Vx,yeV: :x+y=y+x
Vx,yv,zeV:x+(y+z)=(x+y)+z
El!OeV‘ VxeV:x+0=0+x=x
Vxe V:El!—x‘ x+(—x)=0
Voae R,Vx,x, eV :o(x, +x,)=ox, +ox,
VxelV:lx=x



Espaces vectoriels lineaires

« Exemple d’espace vectoriel lin¢aire : R®

Vx=(x,....,x,),y=(.--,7,)€ R"
X+y=(X+Y,.... X, +V )
Voe R0 =(ox,,...,0x,)

* Sous-espace vectoriel = ensemble M tel que

McV
Vx,ye M :x+ye M
Voe RNxe M :oxe M



Espaces normes

» Espace vectoriel norme = espace vectoriel muni d’une fonction

a valeur réelle définie sur V et notee ||.|| telle que

Vxel : HxH > ()
Vxe V:HxH=O<:>x=O
Vae RVxe V- o] =[]

vx,ye V: e+ o <[ + [

 Distance entre deux ¢léments ou vecteurs x et y = ||x-y||

50 )

x @&



Espaces normes

« Exemple d’espace vectoriel normé : R?
1
p )p

» Différents espaces vectoriels normés pour les différentes
valeurs de p

b= () +...+

xn

— Norme L | Htz‘xl‘+...+ X,

~Norme L, [x|=yxl 4.4y,

— Norme [, HtzmaX(xl.)



Produit scalaire

* Produit scalaire = fonction < x‘ y> VXV — R telle que

Va,yaze V(v 2) = (o) + ()
Vx,yeV,VaeR: <x\ay> = 0:<x\y>
Vxe V:<x‘x>20

VxeV :(xx)=0 x=0

e Tout espace muni d’un produit scalaire définit un espace

vectoriel norm¢ en posant
1

Vxel: HxH = <x‘x>5

e Une telle norme vérifie ['inégalité de Schwartz

Vx,yeV: <x‘y> < HXHHJ/H



* Exemple avec R®

Produit scalaire

« Exemple avec L,(R) espace des fonctions de carré intégrable

définies sur [a,b]
b
(flg) =] fedt

b

|£11= 1T e

a



Espace de Hilbert

* Espace de Hilbert

— espace vectoriel linéaire muni d’un produit scalaire dont I’espace
vectoriel norme associ¢ est complet

— toute séquence d’¢léments qui converge, converge vers un ¢lément de
I’espace

* Par exemple Q, I’ensemble de nombre rationnels, n’est pas
un espace de Hilbert



Analyse multirésolution

Analyse multirésolution =séquence V, cV, c... d’espaces
de Hilbert fermés et emboités telle que
V., <V, densedans L,

U7,

J

3{@/.‘ ke K(j) }estune base de Riesz de Vj
K())cK(j+1)

La premiere propri¢té implique I’equation de raffinement

o= Y h'el, . ke K())

leK (j+1)

Une fonction d’échelle de niveau j s’exprime comme une
somme pondére des fonctions de niveau supérieur



Analyse multirésolution

Espace vectoriel des fonctions constantes par morceaux sur |0, ] |

V, fonctions composées d’un ensemble de 2/ intervalles

{gjz[ l.,l+.1:|,OSiS2j—1
277 )

Vo = espace des fonctions constantes sur 0,1]

Vo

Vi = espace des fonctions a deux coefficients, constantes par

morceaux sur [091} et {l,l}
2 2



Analyse multirésolution

 Toute fonction de V € V 11 suffit d’affecter la valeur de la

2i+1
fonction sur chaque 1ntervalle ¢€;_,aux deux sous intervalles g7 € ]”

» Les fonctions carrées définies sur € forment une base de VJ
) 1,xel0,1]
o
v 0,x¢ [O,l]
(Dj(x):go(ij—i),i=0,...,2j —1
V 1 {Pt_‘: 1 ‘F'é 1 (Pi |
S | | I | N
0 12

0 112 1 i 12 1 1] 172 1




Analyse multirésolution

* On peut projeter une fonction f €V, sur cette base
| = Z afgﬂf ) af = <f‘(ojk> coefficients d’échelle
k

* A partir de I’équation de raffinement les coefficients de la
projection pour les niveaux inférieurs se calculent

« Deécomposition hiérarchique ou multirésolution
— approximations de f a différents niveaux

— comme V]. - V]. ., mais pas la réciproque, de I’information manque
pour la reconstruction inverse (du + bas au + haut niveau)



Analyse multirésolution

» Exemple des fonctions constantes par morceaux

I/3 + 4 % [

[ 342806 19 -
+ B8 X

+ 8 x



Analyse multirésolution

Les ondelettes encodent les details
f= z dl'y’ , di = < f ‘W7> coefficients d’ondelettes

Elles forment une base {w}” ,me M(j) } du complémentaire
de V] dans V] R
%

Jj+l1

=V, oW,

Equation similaire a I’équation de raffinement car I/V] V.

j+1
1//7 — Zg?%lgpj‘ﬂ , Me M(])

le M (j+1)



Analyse multirésolution

« Exemple des fonctions constantes par morceaux

(1 ,xel0,1/2]

w(x)=<-1,xe /2,1 Ondelette de Haar
0 ,x¢ 0,1]

v (x)=y(2'x—i),i=0,..,2" -1

1 = 14 VY, —
1712 1 1
V2=VI@VV1 VVI 0 ' 0
. 1/2
SRR -1 - —

¢ FiltI'CS g(0) =112, g(1) = -1/2

0 12 1

L

v (x)=2g(0)p(2t)-2g(Dp(2t -1)

L




Analyse multirésolution

* Une fonction d’¢chelle de niveau j+/ peut s’exprimer sous la
forme d’une combinaison linéaire de fonctions d’échelle et
d’ondelettes plus grossicres (niveau j)

Q. = Zh“gp"+ > gyt 1e K(j+1)

keK(j) meM (j)

» Au final une fonction / € V, peut s’écrire

= D 49, +Z 2.4y

ke K (0) Jj=0 me M ()

* Dans le cas fini, la transformée par ondelettes se résume a un
filtrage ou une convolution (notation matricielle)



Analyse multirésolution

» Exemple des fonctions constantes par morceaux
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Analyse multirésolution

Il existe de nombreuses familles d’ondelettes
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Processus d’analyse/synthese

Etape de la transformée ou du processus d’analyse

k.l
Cl B :E:‘h J+1

leK())

le l
]+1
1€A4(J)

Le filtre defini par les iz: est un filtre passe-bas encodant les
approximations du signal (basses fréquences)

Le filtre défini par les g est un filtre passe-haut encodant les
details du signal (hautes fréquences)

Etape de la transformee inverse ou du processus de synthese

ajﬂ = Zh“ak-l— Zg"”dm

ke K(j) meM ()



Notation matricielle

O,(x) = @), ... l)]
W) =), . )]

Equations de raffinement

D;1(x) =D (x)H,
(x) (x) [q) j-1(x) ‘\Pj—l(X)] = (I)J(x)[H J ‘Gf ]
\‘Ilj—l(X) = (I)J(X)Gj

Analyse
- Haar
Aj-1=Hj4; L i _
~ 10 1 0
Dj-1=G;D; 2_|10 2_|=10
B H =10] G="0 1
Synthése |01 ] 0 -1
A= HiAi Di_ 72 _ 1 1100 ~2 _ 1 1-100
1= hAmr G DA H 2[0011 G =31001-1



Signal d'entrée

Transformée rapide

Taille de bloc = 2*

Passe-bas

Passe-haut

pair
Niveau 1

X|X|X| |impair

Passe-bas

Passe-haut

pair

Niveau 2

X | |impair

Passe-bas

Passe-haut

pair

Niveau 3

impair

Passe-bas

Passe-haut

pair
Niveau 4
impair

Aussi appelé algorithme pyramidal de Mallat ou transformée par banque de filtres



Caracteristiques d 'une ondelette

Moment = repreésentation des fonctions m-dérivables

ml.=<fxi>=jfxidx,i=0,...,n—1

En général moments ~ capacite¢ de compression ~ complexité

Symétrie/Régularité

Expression analytique

Support compact => filtres courts => transformée rapide
Orthogonalité — Semiorthogonalit¢ — Biorthogonalité V ;. &,/

(] k| 1
o )=0 k| ~1
<§0, ‘§0j> k.l ) — o <§0j ‘l//j>=()
<< ‘ 1.>:5 <¢j‘l//j>: k| ~1
v, J{WJI kI <1//j ‘¢j> =0
<¢j ‘l//j> =0 : :
- Chaque atome encode une information non
=" représentable par un autre => décomposition unique
g=g ! Filtres orthogonaux => simplification

Construction / certaines propriétes : Lifting Scheme



Compression

n Amplitude Importance dans
f(x) — ZCZ-M,-(X) des coefficients ¢—=) |a représentation
= d'ondelettes du signal

1. Ordonnancement des coefficients d’ondelettes, permutation /7

e 2 Z|erm| SO =D ity ()
=1
2. Définition d’un seuil €& < définition d’un indice ;
n 2 w
o) A
Z Cﬁ(m)H € f(x)= Zcﬁ(i)uﬁ(i) (x)
i=m+1 i=1

3. Suppression des coefficients inférieur au seuil (~ 0)
4. Calcul de ’erreur (compression avec perte)

=71 =Zlew

i=m

7T(l)



Exemple de compression

N
o

Different Scales in the fransiorm
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Les paquets d’ondelettes

Déecomposition des 7 et des 7,

rF— e e e e, ——————————

________________

. |

Choix de la base optimale pour représenter le signal
Estimation d’apres une fonction de colt

J £\ /

Augmente la complexité



Comparaison avec Fourier

* Fourier
— atomes a support global ﬁiy W WJM
— sinusoide progression arithmétique en fréquences /4 — =
— analyse en fréquence
— complexité O(n log n) “
e Fourier + fenétrage \2‘» .-
— atomes a support local
— analyse temps/fréquence (largeur de fenétre fixe) Ao A A
e Ondelettes o ST EE

— atomes a support local

— forme indépendante de 1’¢chelle

— fréquences en progression géométrique

— analyse temps/fréquence (largeur de fenétre variable)

-/
— complexité O(n)



Applications generales

Astrophysique

Physique quantique

Analyse fractale

Analyse des turbulences/chaos
De¢bruitage

Analyse de la parole/acoustique
Analyse du systeme visuel/auditif
Analyse sismologique



Applications en informatique graphique

Compression d’1mages

— JPEG 2000

— FBI
Analyse d’1mage

— suppression de bruit

— detection des contours

— reconnaissance
Compression vidéo |
Maillages (édition/compression) £
Rendu volumique
Rendu realiste (radiosité, BRDF)
Imagerie médicale

Et beaucoup d’autres choses !




Images

e 2D => deux décompositions possibles
— standard = composition de transformées

— non-standard = transformée multidimensionnelle

Transformée partielle
sur les lignes

Transformée sur les lignes
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PP(x,y) = @(x)@(y)
oy (x,y) = @(x)p(y)

3

I
L+ ]

]
+[
N

po(x, y) =y (x)e(y)

mise en place simple
+ couteuse
supports variables

py(x,y) =y ()p(y)

standard

g(rﬁ —1) >4(n*—n)

Images

Fonctions de base multidimensionnelles
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non-standard

mise en place complexe
+ rapide
supports carres



Images




Arbres-Zeros

« Structure adaptee a la représentation creuse fournie par les ondelettes

 Sous forme d’arbre
— 1D : binaire
— 2D : quaternaire

* Suppression des branches « vides »

Wi

Nrveau 0

\ Niveau 1

Niveau 2




Systeme geneéral

Compression

Nombres Symboles
Transformée [———|Quantisatiom——=»| Encodeur

I

; I

—1 Nombres - Symboles [
Tra:msfnrmee Dre— , Décodeur I
inverse quantisation I

|

, . |
Decompression !

|




sl
‘,.

1mage originale

4% - 10% 1% - 15%

J S f!@’s' . f |
contour = maxima a toutes les échelles



FBI

* Base de donn¢e d’empreintes digitales
— 500 points par inch => 1 empreinte ~ 10Mo
— OK j’a1 un gros disque dur !
Ou1 mais mot j’a1 200,000,000 d’empreintes !

ondelettes JPEG standard



JPEG 2000

« Compression par ondelettes
— Filtres Daubechies 9/7

e Evite les ecueils de 1’ancien standard

— Pas de découpage en blocs constants 8x8

— Décodage progressif lk A "
— Régions d’intérét R

e

19kbyte JP

— Encode le Gamma/Copyright g@_. > L...
* Pourquoi encore meconnu |
— Payant



JPEG 2000




e Ondelettes définies sur les triangles ou les sommets

« Compression

AN

\g AN
A

\/

e Edition multirésolution

original résolution
fine

résolution résolution

grossiere

moyenne

Maillages
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Maillages

Transmission progressive (web)

233B 846B  3462B 104748 80030B
e=100 e=28 e=12 e=3.0 e=2.4




Rendu Volumique

* Jeux de données tres importants

— place disque/mémoire (5123 => au moins 128Mo)
— LOD

— colt d’affichage (software)

donnees briginales S‘Qéi:ﬂl;a—.3.3fps 66:1 — -' 3 6fps T 195:1 - 9.5fps



Rendu realiste

« Compression de donné¢es physiques

: \‘-. / Direction
— SpectI'eS Rfﬂ'::'é:;::" \\ ﬁ ‘ . /  d'incidence
— BRDFs !
— Emissions

e Optimise la résolution de 1’équation du rendu

— Inversion numeérique rapide

> compression




endu realiste
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Rendu realiste

* Projection sur une base d’ondelettes
— luminance

— radiosité

o




That’s all folk !

e Lire
« Ten Lectures on Wavelets » , Ingrid Daubechies
« A Wavelet Tour of Signal Processing » , St¢phane Mallat
« Wavelets for Computer Graphics » , Eric J. Stollnitz

* Consulter
http://www.wavelet.org
http://www.ondelette.com
http://www.amara.com/current/wavelet.html
http://stat.stanford.edu/~wavelab
http://www.multires.caltech.edu/
http://www.cs.nyu.edu/cs/faculty/mallat/
http://faculty.gvsu.edu/aboufade/web/dw.htm



